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ELEMENTE DE
CALCUL MATRICEAL.
SESTEME DPE ECUATIX
LINIARE "

Capitolul 1
PERMUTARI

1.1. Permutari

Definitie. Fie 4 multime nevida finitd. Orice functie bijectivd f: 4 — A4 se numegte
permutare a multimii 4.

Teoremi. Fie 4 multime finita cu n elemente (n € N). Atunci multimea {f: 4 — 4
| fbijectiva} are n! elemente.

Denumirea de permutare vine din limba latina: ,permutare” — a muta unul faga de
altul, formula pentru P, (numarul permutdrilor de » elemente, P, = n!) a fost datd de
L. Ghersonide in 1321, iar termenul a fost propus de André Tacquet (1612 — 1660).

Observatii: 1. Daci A este multime finita nevida sif: 4 — A, atunci avem:

fbijectiva < finjectivd < fsurjectiva.

2. Deoarece compunerea a doua functii bijective este tot o functie bijectiva, putem
considera 4 = {1, 2, 3, ..., n}. Orice functie bijectivd 6 : 4 — A se numeste permutare
(substitutie) de n elemente (de gradul n).

Notatii: S, = {c : 4 — 4 | c bijectivaj. Avem card S, = n!.

(1 2 3 n

o [0(1) 5(2) o(3) .. G(n)]

Permutirile vor fi notate cu literele grecesti o, @, 0, m, T etc.

Observatie: {c(1), 5(2), ..., c(n)} =A.

Functia identica 1, : 4 — A este permutare, numitd permutarea identicd si 0 notam

1 2 .. n
cue. Aveme = ;
1 2 ... n

Exemplu. S; are 3! = 6 elemente. Avem:

G123 12 3)(1 23 123)123(12
=W1 2 320 3 203 1 22 1 302 3 13 2



Dacd 0. v € §,. atunci o o 1t (notatd si 1) este tot permutare de gradul » numita

compunerea (sau produsul) permutarilor o si T (in aceasti ordine).

& gany 2 n ] [ 1 2 n _
Dacd ¢ = ,T= , atunci avem:
\a(l) o(2) G(n) (1) t(2) t(n)
( | 2 n j
oT= :
o(t(1)) o(x(2)) o(t(n))

the 2 o 3_ 2 4 3 R *
Notatie: 6™ = 66,6 =0670,6" =6', ...,6"=6" "o, unde n € N'.

1 2 3 4 2 3 4 .
Exemplu: Daca ¢ = ; T= , atunci avem:
2 3 4 1 1 4 2
1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4
oT= . = ,
2 3 4 1 31 4 2 4 2 1 3
1 2 3 4\Y(1 2 3 4 1 2 3 4
T6 = . = ,
31 4 2)(2 3 41 1 4 2 3
5 1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4
O = . = _
2 3 4 1 2 3 4 1 341 2

Observam ca in general inmultirea (produsul) nu este comutativa (comutativ). Nu
se poate efectua decat produsul a doud permutiri de acelasi grad.

Proprietitile compunerii permutérilor

* Compunerea permutarilor este asociativd: (o t)c0=060(100),V 5,1,0 € S,,.

e Permutarea identica de gradul » este element neutru pentru compunerea permuta-
rilor (din S,): e =ec =06,V 5 € §,.
e Orice permutare are o inversi: Vo € S,, o ' S,, astfel incat oo ' =5 o =e.

1 2 3 4 1 2 3 4
Exemple: a) ¢ ' = ¢; b) o= =o'= .
4 3 1 2 3 4 2 1

= 1 *
Avemc " =(c )", meN.

Definitie. Fiei,j e 4= {1,2,3,....n},ne N, n>2, i #j. Functia t; : 4 — 4 (nota-

J, k=i
ta si (ij)) definitd prin T, (k)=1i, k=] se numeste transpozitie. Avem deci
k, k#i, k=]
(12 i-1 i i+l j=1 j j+1 .. n
i C R S S T A S B B S nj
Proprietatile transpozitiilor
L. (i) = (i) 2. (i) = (i) 3.(ij)' = e
n(n—1)

4. Numarul tuturor transpozitiilor de gradul » este C? = SH= 2,

4



Exemple: 1. Transpozitiile de gradul 3 sunt (1 2), (13),(23).
2. Transpozitiile de gradul 4 sunt (1 2), (1 3),(14), (2 3), (24),34).

PROBLEME REZOLVATE

1 2 3
2 3 4

Co(1 2 3 4 (1 2 3 4 1 2
Solutie. ¢~ = . =
2 3 4 1)2 3 41 3 4

. . o %
j. Determinati multimea {c" | n € N }.

3 4)
1 2)

1. Fie permutarea G :[

. 1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4

G =00~= & = L5
341 2)2 3 41 4 1 2 3

W 1 2 3 4)(1 2 3 4 1 2 3 4

o =00= . = =e.
41 2 3)2 3 41 1 2 3 4

5. @ . e « _dk+r . . .
Prin inductie se demonstreaza ca ¢ "= " pentru orice k € N, r € {0, 1, 2, 3}. Deci

{¢"|neN}={eo, o’ o'}

2. Demonstrati ca pentru orice ¢ € S, exista p € N astfel incit o” = e.

Solutie. Daca n =1 avem S, = {e} si luam p = 1. Dacda n =2, luam p = 1 daci o = e si

1 2
p:2dac§16=(2 1].Fien23siGeS,,,Gie(dacéczeluémp:1).Atunci

. * . % i
" e S, pentru orice m € N . Deoarece multimea S, este finita (are n! elemente), re-

f—=im m

e wr . ) * & e & _ o
zultd ca exista m, t € N, m < t astfel incat 6" = ¢'. Atuncic® = = 6 (o) =e. Luam

decip=t—m.

3. Determinati permutarile ¢ € S,, n = 3, stiind ca numerele 1 + o(1), 2 + o(2),
3+ 06(3), ..., n+ o(n) formeaza o progresie aritmetica.

Solutie. Pentru orice k = 2,n—1 avem (k-=1+otk—1)+k+1+ ok + 1)) =
=2(k + o(k)) si deci o(k — 1) + o(k + 1) = 20(k). Deci numerele o(l), o(2), ..., o(n)
formeaza o progresie aritmetica.

Dacd ratia este pozitiva, atunci o(l) < o(2) < ... < o(n) si atunci o(n) = n.
intr-adevar, daca o(n) # n, exista k, 1 <k <n astfel incat o(n) = k siexista 7, 1 <7 <n,
astfel incat o(f) = n. Atunci o(n) < o(?), unde ¢ < n (contradictie). Analog se araté ca
ciy=i1<i<n-1lsidecic=e

Daci progresia este descrescatoare, adica o(1) > 6(2) > ... > o(n), avem o(1) = n,
1 2 3 ... n-1 nj

s(2)=n-1,...,c(n)=1sidecic=
2) =) ’ (n n-1 n-2 .. 2 1

S



PROBLEME PROPUSE
. [12345\ [12345]
1. Fie permutdrile o= , T= .
31254/ 21345
a) Determinati o7 si 16.
b) Determinati m, n € N” minime pentru care 6" = 1" = ¢.

(3]

- Determinati toate transpozitiile de gradul 5.

o

. Rezolvati in S, ecuatiile:

,(1234J 3(1234]
a) o° = : b) ¢’ = )

341 2 31 42

4. Determinati permutarile 6 € S, n > 3, stiind ¢ numerele 1 + o(l), 2 +o(2), ...,
1+ o(n) formeaza o progresie geometrici.

~

5.FieneN,n>2. Determinati ¢ € S, in cazurile:
a)l+o(l)=2+0(2)=...=n+o(n);
byo(l)-1=0(2)-2=...=0c(n)-n;
c)o(l)-1-0(2)-2=...=no(n).

6. Rezolvati in Ss ecuatiile:
(1 23 45

a) o' =| .unden € {3,4,5};
LZ 31 5 4

12345)

b) ot =10, unde T=
2 31 5 4

7. Fie numerele reale strict pozitive a; < a, < as. Determinati (in fiecare caz) permuta-

rea ¢ € S3 pentru care:

a)suma S_ = Za,ac(,) este maxima, respectiv minima,
i=1
b)suma S_= Z
=1 4l

este maxima, respectiv minima.

o . 5 Y 5 e
c)suma S_= Z(a, —d,,)" este maxima, respectiv minima.
i=]

8. Determinati ¢'", 6%, 6°*2, unde:
(1 2 3 4 1 2 3 4 5
a) ¢ =| - b) o= .
(2 3 4 1 31 2 5 4



9. Determinati ¢ pentru care:
12 4 1 2 3 4 1 23 4
a) ooo = ;
21 4 3 1 3 4 2 1 4 3 2
1 2 3 45 1 2 3 45 1 23 45
b) oQ ©° = <
21 4 35 4 1 2 35 2 3 5 41

10. Fie g,a,a,a, =4123. Determinati suma z A1y (2) 3 o(4) *

ceS,

|95

11. Se considera numerele x = 4675,y = 24365.

a) Cate numere distincte se obtin permutand cifrele numerelor x §i y?

b) Al cételea numar este in ordine crescitoare (respectiv descrescatoare) fiecare din
numerele x si y cand se efectueaza toate permutdrile posibile ale cifrelor celor doua
numere?

12. Se considera numerele x = 4225 si y = 43556.
a) Cate numere distincte se obtin permutand toate cifrele numerelor x si y?
b) Calculati in fiecare caz in parte suma tuturor numerelor obtinute.

13. Se considerd numerele 0 < x; <Xz < X3. Determinati permutarea G € Sy pentru care

suma:
3

a) So = Z—x’— este maxima; b) S, = z—x’— este minima;
=l o(i) i=1 Xo(i)
3 3

) 85 = Z este maxima; d) S, = Z este minima;
i=1 XiXo(i) =1 XiXo(i)

3 3 3 »
3 . 3 G
g) Sg= Z(x, — xm,.)) este maxima; b) Se= Z(x, - x(,m) este minima.
i=1 i=1
14. Se considera numerele 0 < x; < x, < x3. Determinati permutarea G € Sz pentru care
avem X Xq(1) < X2X5(2) < X3X5(3)-

3 .
. ; 3 o(i) _ 11
15. Demonstrati ca pentru orice permutare G € S; avem E .,) > Z
=

) o 1 . :
16. Fie numerele xi, X», X3 din intervalul (5, 2) . Demonstrati ca pentru orice ¢ & S;

[ 1 ]E 1 ]( 1 J 0
avem: | x, + x, + X, +— |[<—.
) Xs(2) Xo(3) 8

17. Fie H c S,, H # &, cu proprietatea ca oricare ar fi 5, 8 € N, avem 60 € H. De-

monstrati ca:
a)e € H, b) dacd 6 € H, atunci & e H.



1.2. Inversiunile unei permutari

Definitie. Se numeste inversiune a permutirii ¢ e Sy, 12 2, o pereche (if) cu propri-
etatile 1 <i<j <n sio(i) > o()).
Observatii.

1. Perechea (i, /) este inversiune a permutirii 6 <> M <0.

=]
2. Numarul inversiunilor permutirii 6 se noteazi cu Inv(c) (sau cu m(c). Avem
. . * ;
atunci m(e) = 0 si m(c) € N pentru orice ¢ # e.

n(n-1
2

3. Numarul maxim de inversiuni este ) si se obtine pentru permutarea:

1 2 ... n-1n L .
0= ! t adica pentru permutarea o definiti prin:
n n—

2
olky=n—k+1, k=1n.

Definitie. Permutarea ¢ se numeste permutare pard (impard) dacad m(c)este numar
par (respectiv impar).

Definitie. Numarul &(c) = (-1)"® se numeste signatura permutirii G.

Observatii:

L. Pentru orice ¢ € S, avem g(c) = | sau g(o)=—1.

2. Permutarea ¢ este permutare pard < g(o) = 1.

Permutarea o este permutare impard <> g(c) = —1.

Teoremd. Orice transpozitie este permutare impara.

Demonstratie. Fie transpozitia (if) cu 1 < i <j < n. Daca k < i avem k) =k<j=
= 1;(i) si deci (k, i) nu este inversiune. Analog perechea (/. k) cu j < k nu este inversiu-
ne. Fie i < k <. Deoarece 1;(i) =j > k = T;(k), rezulta ca perechile (i, j) si (k, j) sunt
inversiuni. Deoarece si (i, j) este inversiune, rezulta ca mty) =2(G—i—-1)+1=
=2(j - i)~ 1 si atunci m(t) = 1.

Teorema. Daca o € S, atunci g(c) = H ~L)‘_GU) _

I<i<j<n L= ./
Demonstragie. Produsul definit in teoremd contine C? factori. Fie factorul
o(i)-o())

;unde 1 <i<j<n. Fie o(i) = k, 6(j) = p. Avem evident k # p si atunci
1=J
k) —
o(i) — o(j) = k — p # 0. Numdrul k — p apare in factorul w dacd k < p sau in
-p
o(p)—o(k)
P=ik
ne. Prin simplificare obtinem —1 de un numar de ori egal cu numarul de inversiuni ale
permutérii . Deci produsul este £(c).

factorul daca p <k, dupa cum (i, j) este inversiune sau nu este inversiu-



Teorems. Pentru orice o, T € S, avem &(cT) = &(0)e(T) (signatura produsului a doua
permutdri este egald cu produsul signaturilor celor doua permutari).

o(1(i) —o(x())) _ (o(r(i» ~o(t(j)) ©i)- rm]:

Demonstratie. €(GT) = H
| Wt i)

1<i<j<n =]

[11_,[ (i) —1(Jf) ][]H i g j (o) - &(1).

Consecintd. Fie e, T € S,. Atunci avem:

a) ot este permutare pard < © si T sunt ambele pare sau ambele impare;

b) ot este permutare impard < & si T sunt de paritati diferite.

Teoremi. Orice permutare din S, n = 2, este un produs de transpozitii.

Consecintd. Orice permutare pard (respectiv impara) este produsul unui numar par
(respectiv impar) de transpozitii.

. - - . . n!
Observatie. Numarul permutarilor pare, respectiv impare, din S,, n =2, este —2—

PROBLEME REZOLVATE

e o 1 2 3 45

1. Determinati signatura permutaril G = ;
4 31 5 2

Solutie. In cele ce urmeaza se considerd numerele de pe linia a doua. Inaintea numaru-
lui 1 se aflda numerele 4 si 3. Avem deci doua inversiuni: (1, 3) si (2, 3) (s-au luat nu-
merele corespunzatoare de pe prima linie). Taind numarul de pe linia a doua, mai ra-
man numerele 4, 3, 5, 2. Luand numarul 2, inaintea lui se afla numerele 4, 3, 5. Avem
deci inversiunile (1, 5), (2, 5), (4, 5). Analog se determini inversiunea (1, 2). Rezulta

cam(e)=6,¢g(c)=1.

1 2 3 4 5 6
2. Rezolvati ecuatia o° = [ 1 )

3 45 6 2)
1 2 3 45
34516
:n}paré. Deoarece 6 este permutare pard (e(c”) = &(o) - (o) = 1), rezultd ca ecuatia
5~ = 1 nu are solutie.

Solutie. Fie 1= ( j _ Deoarece m(t) = 7, rezultd ca 1 este permutare

1 2 3 4

3. Scrieti permutarea ¢ =
* \2 4 3 5

5
1} ca produs de transpozitii.

. . o ) 1 2 3 45 .
Solutie. Consideram transpozitia (1 5) = 1;. Fie 61 =116 = . Const-
\2 4 3135



N \ 1 2 3 4 5
deram transpozitia (1 4) = 1,. Fie 0, = 1,01 =

21 3 45
zitia (1 2) = 15. Fie o3 = 7302 = e. Rezultd ci 131,10 = ¢ si deci ¢ = rf‘r;lr;' =
=(15)(14)12).

j . Consideram transpo-

. P 1 2 3 .. n n+l n+2 ... 2n
4.Fiece S, neN o=

1 3 5 ... 2n-1 2 4 ... 2n)

a) Determinati numarul inversiunilor permutarii c.
b) Determinati », stiind ci o este permutare para.
Solufie. a) Numerele 1, 3, 5, ..., 2n — 1 sunt scrise 1n ordine crescitoare (pe a doua

linie). In fata numerelor 2, 4,6,...,2n -2 suntscrise n— 1, n -2, n -3, ..., respectiv
. . ~]
I numar mai mare. Deci m(c) = (n— 1)+ (n—2)+ ... +2+ ] = ”(”2 ) .

b) Avem m(c) numar par < n =4k k e N saun=4k + I,k eN.

PROBLEME PROPUSE

1. Determinati signatura permutarilor:

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 7
a) o= : b)o = .
2 4 5 6 3 1 23 i1 6 j 5

2. Scrieti ca produs de transpozitii urmatoarele permutari:

1 2 3 45 1 2 3 4 5 6
a) o= ; b) o= .
4 1 5 2 3 231 5 6 4

123456}

3. Rezolvati ecuatia ° =
342156

4. Determinati permutirile 6 € S, pentru care m(c) = 3.

. * . . o 5 &, )
5. Fien € N’ numdr impar. Demonstrati ca pentru orice 6 e S, exista e L2, ..., n}

astfel incat £ + o(k) sa fie numar par.

2 3 . n n+l n+2 ... 2n-1 217}

. 1
6.FieceS,,neN, o=
2 6 .. 2n 1 3 e 2n=3 2n-1

a) Determinati (o).
b) Determinati n, stiind cd o este permutare impara.

7. Determinati n € N, stiind cd o € S, este permutare para:
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( 1 2 3 . n n+l n+2 .. 2n-1 2n]
a) o=

m—1 2n-3 2n-5 .. 1 2n 2n—2 .. 4 2
2 3 on n+l n+2 ... 2n-1 2n
b) o= ;
wm 2m-2 2n-4 .. 2 2n-1 2n-3 .. 3 1
1 2 3 4 .. 2n—1 2n
c) o= ;
-1 2n 2n-3 2n-2 .. 1 2
8. Determinati numarul de inversiuni ale permutarii 6 € S,
1 2 3 .. n n+tl n+2 .. -1 2n 2n+1 .. 3n-1 3n
a) o= :
) 36 9 3n 1 4 . 3n=2 2 5 .. 3n—4 3n-1
b) 1 2 3 n n+l n+2 ... 2n-1 2n 2n+1 .. 3In—1 3n
o= .
1 4 7 In-2 2 5 .. 3n-1 3 6 .. 3n-3 3n
. 1 2 ... n—1 n ) o o
9. Stiind ca permutarea 6 = are m inversiuni, determinatt
al (1‘2 an—l an
. . . 1 2 ... n—=1 n
numarul de inversiuni ale permutarii T = .
O‘n anfl a’_ G‘l

10. Rezolvati ecuatiile:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
a) oo o = :
31 4 2 2 4 3 1 2 1 4 3
1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 45
b) 00 o = i
4 31 5 2 341 25 21 3 5 4
11. Fie permutarea 6 € S,, n € N, n > 2. Demonstrati ca:
a)existd k € N, k < n, astfel incat o =e;
b) dacd exista m, p € N" astfel incat o™ = o, atunci c"mP =¢;

¢) dacd m este cel mai mic numar din N" cu proprietatea ¢” = e, atunci pentru orice

p e N cu proprietatea ¢” = e avem m | p.

12. Determinati permutarea G € S, unde n € N, n > 3, pentru care numerele 1 + o(1),
2 +06(2), ....n+ o(n) formeaza o progresie aritmetica.
13. Determinati permutarea G € S,, n = 2, pentru care lo(1) - 1| =lo(2) - 2|=... =

= o(n) —nl.

14.FieneN,n=3,6 €8S, Demonstrati ca dacd ot = 10 pentru orice T € S,, atunci ¢ =e.
15.Fien e N, n>2. Fie o, T € S, avand proprietatile:
i) daca existd k € N, 1 <k <n astfel inct o(k) # k, atunci t(k) = k;
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